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 تحليلية الجداء السلمي وتطبيقاته

 
 

I- تذآير و إضافات(  الجداء السلمي(  
   أنشطة -1  

)  نعتبر في المستوى المنسوب إلى المعلم متعامد ممنظم النقط     -1     ) ( ) ( )1; 3 ; 3;2 ; 1; 2C B A− − −  

2       أحسب  3 ; 3 ;AB AC AC AB− +
JJJG JJJJG JJJJG

  

  علم متعامد ممنظم المستقيمين نعتبر في المستوى المنسوب إلى الم-2    
      ( ) : 2 3 0 ; ( ) : 2 4 0x y D x y∆ − − = + − =  
) ، تقاطع Aحدد إحداثيتي النقطة  - أ )D و( )∆  
)تأآد أن  - ب ) ( )2;3B D− ) و ∋ ) ( )1; 1C − ∈ ∆  

2قارن  2AB AC+ 2 وBC   
ABأحسب  AC⋅

JJJG JJJJG
  

  ماذا تستنتج
    3- A و B نقطتان مختلفان من المستوى ( )P ،αقياس   الزاوية nAOB 

  و ;OB v OA u= =
JJJG JJJGG G

  

      (a أحسب  u v⋅G G في الحالتين التاليتين   

        ; 5 ; 6
3

v uπα = = =
G G

  

        
5 ; 5 ; 3
6

v uπα = = =
G G

  

      (bد  حدαفي الحالتين التاليتين   

           6 2 ; 4 ; 3u v v u⋅ = = =
G G G G

  

            6 ; 4 ; 3u v v u⋅ = − = =
G G G G  

2 متجهتين حيث  vG و uG لتكن -4      25 ; 3v u= =
G G

2u        و  v⋅ = −
G G

  
)           أحسب  ) ( )3 2u v u v− ⋅ +

G G G G  

  تعاريف -2   
   الجداء السلمي لمتجهتين  -     أ
     (a تعريف    

   ثلاث نقط من المستوى حيث C    و B وA نعتبر . متجهتين غير منعدمتين vG و uG                لتكن 
      ;AC v AB u= =

JJJJG JJJGG G
) على C المسقط العمودي لـ C'  و  )AB 

u هو العدد الحقيقي vG و uGالجداء السلمي للمتجهتين الغير المنعدمتين        v⋅G G بحيث  
     'u v AB AC AB AC⋅ = ⋅ = ×

JJJG JJJJGG G
  

       
 
 
 
 
 
 
 
  
(b لتكن uG و vG متجهتين غير منعدمتين و θ القياس الرئيسي  للزاوية n( );u vG G و O نقطة من المستوى ، توجد 

OB;نقطتان  وحيدتان حيث v OA u= =
JJJG JJJGG G
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π   بما أن      θ π− nAOB هو قياس للزاوية الهندسية       θ فان ≻≥ 
   

ncosu      ومنه  v OA OB AOB ⋅ = ×  
G G  

             cosu v u v θ⋅ =
G G G G  

cosu        إذن     v u v θ⋅ =
G G G G لأن cos cos( )θ θ= −  

)n قياس للزاوية الموجهة α        ليكن  );u vG G   

]       ومنه   ]2θ α π≡ و بالتالي  cos cosθ α=  

cosu       إذن  v u v α⋅ =
G G G G  

   تعريف    
u هو العدد الحقيقي vG و uG  الجداء السلمي للمتجهتين الغير المنعدمتين         v⋅G G بحيث cosu v u v α⋅ =

G G G G  

         α قياس للزاوية الموجهة n( );u vG G.  

   ملاحظة    
0u منعدمة فان vG أو uG  إذا آانت -   * v⋅ =

G G
  

cos  غير منعدمتين فان vG و uG  إذا آانت -   * u v
u v

α ⋅
=
G G
G G  

u   أحسبتمرين   v⋅G G  حيث 
89
6
π−

)n   أحد قياسات الزاوية   الموجهة );u vG G      4  و ; 3v u= =
G G  

  خاصيات –ب   
  α و العدد الحقيقي wG  وvG و uG       مهما آانت المتجهات

                             
( )

( )
( ) ( ) ( )

u v v u
u v w u w v w

w u v w u w v

u v u v u vα α α

⋅ = ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ + = ⋅ + ⋅

⋅ = ⋅ = ⋅

G G G G
G G G G G G G

G G G G G G G

G G G G G G

    

  تعامد متجهتين - ج
                            0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =

G G G G
  

 II-صيغ تحليلية   
   للجداء السلمي الصيغة التحليلية-1    

  خاصية        
)       المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ; ; )O i j

G G
.  

u       إذا آانت  xi yj= +
G GG

' و  'v x i y j= +
G GG

' فان        'u v xx yy⋅ = +
G G

  
) إذا آان  ملاحظة        );u x yG بالنسبة لأساس متعامد ممنظم    

                ( );i jG G فان ;u j y u i x⋅ = ⋅ =
G GG G

  

u أحسب أمثلة          v⋅G Gفي الحالات ..................  
  نظم مباشر إحداثيتا متجهة في  أساس متعامد مم-2 

)     ليكن );u x yGبالنسبة لمعلم متعامد ممنظم   

) مباشر      ); ;o i j
G G

)n قياس α  و  );i uG G  
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y;     لدينا  u j x u i= ⋅ = ⋅

G GG G
  

)cos     ومنه    ) cos
2

y u j x u iπ α α= − =
G GG G

  

sin     إذن         cosy u x uα α= =
G G  

  
   خاصية 

)       إذا آان  ; )x y زوج إحداثيتي متجهة غير منعدمة uGبالنسبة لأساس متعامد ممنظم مباشر ( );i jG Gو α 

  قياس 

    n( );i uG G                                فان ( )cos sinu u i jα α= +
G GG G

   

  حالة خاصة   
1uأي (  متجهة واحدية uG   إذا آانت =

G (    فانs sinu co i jα α= +
G GG

   

  التحليلية لمنظم متجهة و لمسافة نقطتين الصيغة -3  
)إذا آان     *   ; )x y زوج إحداثيتي uG بالنسبة لأساس متعامد   ممنظم ( );i jG G 2 فان 2u x y= +

G  

)إذا آان     *   ),A AA x y و ( );B BB x y بالنسبة لمعلم متعامد    ممنظم ( ); ;O i j
G G

   فان 

                         ( ) ( )2 2
B A B AAB x x y y= − + −  

   الشرط التحليلي لتعامد متجهتين-4  
  خاصية      

)         المستوى  )Pد ممنظم  منسوب إلى معلم متعام( ; ; )O i j
G G

.  

       uG و vGمتجهتان حيث  u xi yj= +
G GG

' و  'v x i y j= +
G GG

   
            ' ' 0u v xx yy⊥ ⇔ + =

G G
   

   تمرين     
)المتعامدة مع      حدد المتجهات الواحدية و  )1;2u −

G  

        2 2

2 0
..........

1 1
u v x y
v x y
⊥ − + =

⇔ = + =

G G
G 

)  نعتبر تمرين     ) ( ) ( )1;3 3;1 3; 1A B C − −  

  A قائم الزاوية في ABC            بين أن 
 

  sinθ و cosθ  حساب-5  
)المستوى     *    )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ; ; )O i j

G G
.  

u       إذا آانت  xi yj= +
G GG

' و  'v x i y j= +
G GG

)n قياس    θ و );u vG G فان 
2 2 2 2

' 'cos
' '

u v xx yy
u v x y x y

θ ⋅ +
= =

+ +

G G
G G  

) بحيث wGنعتبر المتجهة    *  ) [ ]; 2
2

u w u w π π= =
G G G G
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)     لدينا باستعمال علاقة شال  ) ( ) ( ); ; ;v w u w u v= −
G G G G G G

  

                             ( );
2

v w π θ= −
G G

  

cos      نعلم أن  sin
2
π θ θ − = 
 

   

                   sin v w
w v

θ ⋅
=
G G
G G  

)      لدينا  )' ' det ;v w xy yx u v⋅ = − =
G G G G   

     إذن 
( )

2 2 2 2

det ; ' 'sin
' '

u v xy x y
u v x y x y

θ −
= =

+ +

G G
G G  

  تمرين    
)nة القياس الرئيسي للزاويθ         ليكن  );u vG G حيث ( )3; 3u − −

G
)     و  )1; 3v −

G
  .θحدد .  

  III-معادلة مستقيم معرف بمتجهة منظمية   
  متجهة منظمية - 1

  مةمستقيم في المستوى، آل متجهة غير منعد) D (تعريف
  ).D(تسمى متجهة منظمية على المستقيم) D(عمودية على متجهة موجهة للمستقيم

  خاصيات - 2
) ، knGفان آل متجهة ) D( منظمية على nGإذا آانت *  )*k   . منظمية عليه\∋

  .فانهما تكونان مستقيميتين )  D( متجهتين منظميتين على مستقيم nG' و nGإذا آانت * 
)اذا آانت *  );u a bGموجهة ل )D ( فان المتجهة( );n b a−

G
  . منظمية عليه

   2-  معادلة مستقيم معرف بنقطة ومتجهة منظمية عليه
    ( );n a bG

) متجهة غير منعدمة و  )0 0;A x y نقطة من المستوى   لتكن M نقطة   

      AM n⇔ ⊥
JJJJG GAM

JJJJG
) و  );u b a−

Gمستقيميتان   

                   ⇔ M تنتمي إلى المستقيم المار من Aو الموجه   
)          بالمتجهة                   );u b a−

G.  

0AM من المستوى التي تحقق M    إذن مجموعة النقط n⋅ =
JJJJG G

 و الموجه ب A  هي المستقيم المار من 
( );u b a−
G  

0axكل    معادلته ستكون على ش by c+ + =  
  خاصية    

)     لتكن  );n a bG
) متجهة غير منعدمة و  )0 0;A x yنقطة من   المستوى .  

0AM من المستوى التي تحقق M   مجموعة النقط n⋅ =
JJJJG G

) و الموجه ب Aن  هي المستقيم المار م );u b a−
G  

    
  خاصية  

)     إذا آانت  );n a bG
) منظمية  على )D فان معادلة ( )D0 على   شكلax by c+ + =   

)     إذا آان  ) : 0D ax by c+ + )  فان= );n a bG
  )D( منظمية على

   تمرين   
  حدد متجهة منظمية لكل مستقيم من المستقيمات التالية -1

  
( ) ( )

( )
1 2

3

3 2 1 0 ; : 2 1 0

: 3 0

D x y D y

D x

− + = − =

− =
  

)حدد المستقيم المار من  -2 )1;3A ) و − )4;3nGمنظمية عليه  
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   تمرين   
)      في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر  )2;1A و    ( )0;1B و ( )2;3C ) و − )2;5u −

G  

) حدد معادلة للمستقيم-1   )Dلمار من  اA و uG منظمية عليه   

]حدد معادلة ديكارتية لواسط  )  أ-2   ];A B  

  ABC تقاطع واسطات المثلث Ωحدد )      ب
  Aلارتفاع المار من  حدد معادلة ديكارتية ل-3  
   شرط تعامد مستقيمين - 3  

  خاصية     
  م نعتبر.            في مستوى منسوب إلى معلم م

    ( ) ( ): 0 ' : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + )   حيث = ) ( ) ( ) ( ); 0;0 ; '; ' 0;0a b a b≠ ≠  

              ( ) ( )' ' ' 0D D aa bb⊥ ⇔ + =  

    
  نتيجة  

      ( ) ( ): ' : ' 'D y mx p D y m x p= + = +  

                   ( ) ( )' ' 1D D mm⊥ ⇔ = −  

   4-  مسافة نقطة عن مستقيم
     نشاط 

)      المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j
G G

  .( )D المستقبم المار من ( );B BB x y  

)و      );n a bG
)لتكن .    منظمية   عليه )0 0;A x y ، نقطة من المستوى H المسقط العمودي  للنقطة A  

)على      )D.  

nب  أحس-     أ BA⋅
JJJGG

HA بدلالة 
JJJG

  nG و 

 أثبت أن -    ب
n BA

HA
n

⋅
=

JJJGG

G  

)   ليكن -     د ) : 0D ax by c+ + ) حيث = ) ( ); 0;0a b ≠  

0             بين أن 0

2 2

ax by c
HA

a b

+ +
=

+
  

   خاصية   
)      المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j

G G
  

)يكن ل      ) : 0D ax by c+ + ) حيث = ) ( ); 0;0a b )   و ≠ )0 0;A x y نقطة من المستوى   

) عن المستقيم A     مسافة النقطة  )D   هي ( )( ) 0 0

2 2
;

ax by c
d A D

a b

+ +
=

+
   

   تمرين    
     ( ) ( )2;3 ; : 3 4 1 0A D x y− − + =  

)      حدد )( );d A D  

  تمرين   
)نقطة  المسقط العمودي للH     أحسب احداثيثي النقطة  )3;5A −  

)    على المستقيم ) : 2 8 0D x y− + =  

  
 
 
 


