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)3ج(الحساب المثلثي   
 

I-صيغ التحويل   
) تحويل -1 )cos x y−و ( )cos x y+  

)   نعتبر  ); ;O i j معلم متعامد ممنظم مرتبط بالدائرة   المثلثية ( )C    

   على التواليy و x نقطتين أفصوليهما المنحنيينM' و Mو لتكن .  عددين حقيقيينy و x ليكن 
)   ومنه )cos ;sinM x x و ( )' cos ;sinM y y  

'  وبالتالي  cos .cos sin .sinOM OM x y x y⋅ = +  

)  و حيث أن  ) [ ]'; 2OM OM x y π≡ ) فان − )' . 'cosOM OM OM OM x y⋅ = −  

' و بما أن  1OM OM= )   فان= )' cosOM OM x y⋅ = −  

)              إذن  )cos cos .cos sin .sinx y x y x y− = +  

)تحويل    )cos x y+  

( ) ( )
( )
( )

cos cos ( )

cos cos .cos sin .sin( )

cos cos .cos sin .sin

x y x y

x y x y x y

x y x y x y

+ = − −

+ = + −

+ = −

  

) تحويل -2  )sin x y− و ( )sin x y+   

( ) ( )

( )

( )

( )

sin cos
2

sin cos
2

sin cos cos sin sin
2 2

sin sin .cos cos .sin

x y x y

x y x y

x y x y x y

x y x y x y

π

π

π π

 − = − − 
 
  − = − +    
   − = − − −   
   

− = −

  

)  تحويل  )sin x y+  

   خلاصة
( )cos cos .cos sin .sinx y x y x y+ = −  

( )cos cos .cos sin .sinx y x y x y− = +  

( )sin sin .cos cos .sinx y x y x y+ = +  

( )sin sin .cos cos .sinx y x y x y− = −  

) تحويل-3 )tan x y+ و ( )tan x y−  

 عددين حقيقيين بحيثy و x  ليكن 
2

x kπ π≠  و+
2

y kπ π≠  و +
2

x y kπ π+ ≠   ∋kحيث +

tan و  .tan 1x y ≠. 

( ) ( )
( )

( )

sin
tan

cos
sin .cos cos .sintan
cos .cos sin .sin

x y
x y

x y
x y x yx y
x y x y

+
+ =

+

+
+ =

−
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( )

( )

sin .cos cos .sin
cos .costan

cos .cos sin .sin
cos .cos

tan tantan
1 tan .tan

x y x y
x yx y x y x y
x y

x yx y
x y

+

+ =
−

+
+ =

−

  

) تحويل  )tan x y−  

( ) ( )

( )

( )

tan tan ( )
tan tantan
1 tan .tan
tan tantan
1 tan .tan

x y x y
x yx y
x y

x yx y
x y

− = + −

+ −
− =

− −
−

− =
+

  

   خلاصة 

( ) tan tantan
1 tan .tan

x yx y
x y
+

+ =
−

  

( ) tan tantan
1 tan .tan

x yx y
x y
−

− =
+

  

 تمرين

  أحسب النسب المثلثية للعدد         
7
12
π

لاحظ أن     (
7

4 3 12
π π π
+ =(  

  تمرين 

cos  أآتب           sinx x+ بدلالة cos
4

xπ − 
 

  

 II-نتائج   
x في صيغ التحويل السابقة بوضع -1 y= نحصل على   

2 2

2

2

2

sin 2 2sin cos

cos2 cos sin

cos2 2cos 1

cos2 1 2sin
2 tantan 2
1 tan

x x x

x x x

x x

x x
xx
x

=

= −

= −

= −

=
−

  

 تمرين

  أحسب النسب المثلثية للعدد
8
π

   

  تمرين
3cos3 بين أن  4cos 3cosx x x= 3sin3  و     − 3sin 4sinx x x= −  

tanدلالة  بx تحديد النسب المثلثية للعدد-2
2
xt =  

2 لدينا        2cos cos sin
2 2
x xx = −  
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2 2

2 2

cos sin
2 2cos

cos sin
2 2

x x

x x x

−
=

+
  

2cos نقسم البسط و المقام بالعدد 
2
x

   ومنه           

2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

x

x x

−
=

+
 أي  

2

2
1cos
1
tx
t

−
=

+
  

sinعمال العلاقات  باست 2sin .cos
2 2
x xx 2  و  نفس الطريقة نحصل على=

2sin
1
tx
t

=
+

  

 خلاصة

tan بوضع
2
x t=  

   
2

2
1cos
1
tx
t

−
=

+
2        و      

2sin
1
tx
t

=
+

2        و 
2tan
1
tx
t

=
−

III - مجموع إلى جداء تحويل  
  لدينا

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

cos cos 2cos cos

cos cos 2sin sin

sin sin 2sin cos

sin sin 2cos sin

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

+ + − =

+ − − = −

+ + − =

+ − − =

 

x  بوضع  y p+ x  و = y q−       أي أن =
2
p qx +

   و =
x yy
q
−

=  

   نحصل على النتائج

( ) ( )cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2cos sin
2 2

p q p qp q

p q p qp q

p q p qp q

p q p qp q

+ −
+ =

+ −
− = −

+ −
+ =

+ −
− =

  

   تمرين 
cos3  أآتب  cos7x x+ اءجد  على شكل  

   تمرين 
  ABC   في مثلث مثلث 

sin  بين أن   sin sin 4cos cos cos
2 2 2
A B CA B C+ + = × ×  

  تمرين  

2  بين أن  25 3sin cos cos4 .cos
2 2
x x x x− = −  

VI-تحويل جداء الى مجموع   
   مما سبق نستنتج أن 
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( ) ( )

( ) ( )

1cos cos cos cos
2
1sin sin cos cos
2

x y x y x y

x y x y x y

=  + + −  

= −  + − −  

  

( ) ( )1cos sin sin sin
2

x y x y x y=  + − −    

   تمرين
sin:    أآتب على شكل مجموع الجداء 2 .sin3 .sin5x x x  

 V-المعادلة  cos sin 0a x b x c+ + =   
cos  تحويل-1    sina x b x+  

cos    ليكن التعبير sina x b x+ 0 حيثa 0b و ≠ ≠  
[ من α   نعلم أنه يوجد  ];π π−   

                                         حيث 
2 2

2 2

cos

sin

a

a b
b

a b

α

α

 =
+


 =
 +

    

2   نضع  2r a b= )ومنه + )cos sin cos cos sin sina x b x r x xα α+ = +  

( )cos sin cosa x b x r x α+ = −  

)  حل المعادلة-2   ) : cos sin 0E a x b x c+ + =  

0a      حيث  0b     و ≠ ≠  
cos    لدينا     sin 0a x b x c+ + )     ومنه= )cosr x cα− = −   

       حيث 
2 2

2 2

cos

sin

a

a b
b

a b

α

α

 =
+


 =
 +

2و  2r a b= +  

)          و  بالتالي  )cos cx
r

α −
− =  

    لدينا

                 2 2

2 2 2

1 1 1c c
r r

c r

c a b

−
− ≤ ≤ ⇔ ≤

⇔ ≤

⇔ ≤ +

  

  : و منه نستنتج أن
2  إذا آان -     * 2 2c a b≤ ) فان حلول المعادلة+ )E0: هي 2x x kα π= + + 

0أو 2x x kα π= − + +   

0 و ∋k      حيث  2 2
cos cx

a b

−
=

+
  

2 إذا آان -    * 2 2c a b+فان المعادلة ( )Eلا تقبل حلا .  

cos حل المعادلة     مثال  3sin 1x x x∈ + = −  
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)    لدينا  )221 3 2r = + =  

      ومنه
1 3cos 3sin 2 cos sin
2 2

x x x x
 

+ = + 
 

  

      

cos 3sin 2 cos cos sin sin
3 3

cos 3sin 2cos
3

x x x x

x x x

π π

π

 + = +  
 + = − 
 

  

  ومنه
1cos 3sin 1 cos

3 2
x x x π − + = − ⇔ − = 

 
  

.....................................................................        
  
  ملاحظة 

cos  لحل المعادلة  sin 0a x b x c+ + tan،   يمكن أن نضع  في =
2
x t= 2 بحيثx kπ π≠   ∋k   و+

  وبالتالي المعادلة السابقة تصبح

                  

2

2 2
1 2. . 0
1 1

tan
2

t ta b c
t t
x t t

 −
+ + = + +

 = ∈

     

نية نحل المثال باستعمال الطريقة الثا  
  المعادلة السابقة تصبح

( )
2

2 2
1 23 1
1 1

tan 2
2

t t E
t t

xt x kπ π

 −
+ = − + +

 = ≠ +

 

( )

( )

2 21 2 3 1

3
3

E t t t

E t

⇔ − + = − −

⇔ = −
 

     و بالتالي   
3tan

2 3
x
=   و منه −

2 6
x kπ π−
= +   

2  إذن 
3

x kπ π= − 2    ومنه + /
3

S k kπ π− = + ∈ 
 

  

  لثية حل المتراجحات المث-3 
    حل المتراجحات التالية

   [ ];2 cos2 3sin 2 2x x xπ π∈ − − −  

  sin sin3 sin5 sin 7 0x x x x+ + + ≥  [ ];x π π∈ −  

                  [ [0;2 tan 2 tanx x xπ∈ ≤  

  


